ZMA — BI-SPOL-36
Ciselné fady (konvergence ¢iselné fady, kritéria konvergence, odhadovani

rychlosti rustu fad pomoci urcitého integralu).
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1 Posloupnost

1.1 Definice
Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame redlna posloupnost.
1.2 Limita

Realné posloupnost (a,,)%; mé limitu o € R, pravé kdyz pro kazdé okoli H,, bodu « lze nalézt ng € N
takové, ze pro vSsechna n € N vétsi nez ng plati a,, € H,. V symbolech

(VHa) (Elno € N) (Vn S N) (n >ng = an € Ha).

Tuto skutecnost muzeme zapsat nékolika moznymi ekvivalentnimi zpusoby:

lim a, =« nebo lima, =« nebo a, — a.
n—oo

1.3 Konvergence
Bud (a,)$2; posloupnost. Pokud pro jeji limitu plati lim a, € R, pak se nazyvd konvergentni. V
n—oo

ostatnich pripadech ji nazyvame divergentni.

2 Rada

2.1 Definice

Formalni vyraz tvaru

o0
g ap =ao+ar+ax+---,
k=0

kde (ax)72, je zadand ¢&iselnd posloupnost, nazyvame ¢iselnou fadou. Pokud je posloupnost ¢astecnych
souctu

n
snzzg ar, n € Ny,
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opac¢ném pripadé mluvime o divergentni
v/ YA v v s v oo 7 s . . .
¢iselné fadé. Souctem konvergentni fady ).~ ar nazyvame hodnotu limity lim s,

n— 00

2.2 Konvergence rady
2.2.1 Nutna podminka konvergence

Pokud fada Y -, ai konverguje, potom pro limitu jejich s¢itanct plati klim ar = 0.
— 00

Disledek Pokud limita posloupnosti (aj), = 0 je nenulovd nebo neexistuje, potom fada Z;O:o ay, neni
konvergentni.

2.2.2 Bolzano-Cauchy

oo

Rada ) a; konverguje prévé tehdy, kdy# pro kazdé e > 0 existuje ng € R. tak, ze pro kazdé n > ng a
k=0

p € N plati



|an + arn-l,-l + e + an+p| < €.

2.2.3 Absolutni konvergence
Ciselnou fadu Y, , ax nazyvime absolutné konvergentni, pokud ¢iselnd fada >y |ax | konverguje.

Pokud rada absolutné konverguje, potom tato fada konverguje.

2.2.4 Leibnizovo kritérium

Bud (ax);2, klesajici posloupnost s nezdpornymi ¢leny konvergujici k nule. Potom je fada

i(—l)kak

k=0

konvergentni.

2.2.5 Srovnavaci kritérium
Budte Y ;o gar a Y peo bi Ciselné fady. Potom plati ndsledujici dvé tvrzen.

o Necht pro kazdé k € N plati nerovnost 0 < |ax| < by, a necht fada Y-, ay konverguje. Potom fada
> e brabsolutné konverguje.

o Necht pro kazdé k € N plati nerovnosti 0 < a, < by a >, a) diverguje. Potom i fada Y- bk
diverguje.

2.2.6 d’Alembertovo kritérium

Necht a; > 0 pro kazdé k € Ng. Pokud

. Oyl
lim —*

>1,
k—oco ap
v oo . . v
potom fada ).~ aj diverguje. Pokud ovsem
a
lim —* < 1,
k—oo ag

potom Fada Y ,-, a) konverguje.

2.3 Odhadovani rustu
Necht f je spojitd funkce na (1,+00) a n € N. Je-li f klesajici, pak

s+ [ sar <30 <70+ [ s an
1 k=1 1

Je-li f rostouci, pak

F)+ / " f@)de <37 (k) < ) + / " () da.
k=1 1



2.3.1 Integraln kritérium

o0

Bud Z an Ciselnd fada s kladnymi ¢leny takovd, Ze existuje spojitd a monoténni funkce definovand na
n=1
(1, +00) takova, ze f(n) = a, pro kazdé n. Potom

o0 o0
e Pokud integral / f(x) dx konverguje, pak ¢iselna fada Z an konverguje.
1

n=1

o0 o0
e Pokud integral / f(x) dx diverguje, pak ¢iselnd fada Z an diverguje.
1

n=1
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