ZMA — BI-SPOL-35
Zaklady integralniho po¢tu (primitivni funkce, neurcity integral,
Riemannuv integrél (definice, vlastnosti a geometricky vyznam)).
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1 Primtivni funkce

Necht f je funkce definovand na intervalu (a,b), kde —oo < a < b < +oo. Funkci F spliiujici pod-
minku
F'(z) = f(x) pro kazdé z € (a,b)

nazyvame primitivni funkei k funkci f na intervalu (a,b).

Necht F je primitivni funkei k funkci f na intervalu (a,b). Pak G je primitivni funkei k funkci f na
intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta ¢ € R takovd, ze

G(z) = F(x) + ¢, prokazdé x € (a,b).

2 Neurcity integral

Necht k funkei f existuje primitivni funkce na intervalu (a, b). Mnozinu vSech primitivnich funkei k funkei
f na (a,b) nazgvame neurcitym integrdlem a znacime jej [ f nebo [ f(z)dz.

2.1 Inverze
[d@de=g@)+e we @

2.2 Operace

2.2.1 Scétani a nasobeni konstantou

Jtra=[1+[sa [@n=a]s

Necht funkce f je diferencovatelnd na intervalu (a,b) a G je primitivni funkce k funkci g na intervalu
(a,b) a konecné necht existuje primitivni funkce k funkeci f’G. Potom existuje primitivn{ funkce k funkeci

fg a plati
[to=16- [ 1

2.2.2 Per partes



2.2.3 Substituce

Véta o substituci I
Necht pro funkce f a ¢ plati

o f ma primitivni funkci F' na intervalu (a, b),
e © je na intervalu (o, 3) diferencovatelns,
e ¢((0,8)) C (a,b)
Pak funkce f(¢(z)) - ¢'(z) ma primitivni funkci na intervalu (o, 8) a plati

l/ﬂﬂ@)d@ﬂw=Fw@»

Véta o substituci I1
Necht f je definovdna na intervalu (a,b) a necht ¢ je bijekceEI intervalu (o, 8) na (a,b) s nenulovou
konecnou derivaci. Pak plati

/ﬂﬂmwwa=aw+c — /ﬂmmzaw*w»+c

3 Riemanntv integral

3.1 Infimum

Bud A neprazdné zdola omezend podmnozina mnoziny redlnych ¢isel. Cislo @ € R nazveme infimem
mnoziny A, znac¢ime inf A, pravé kdyz

1. pro kazdé x € A plati @ < z (« je dolni zévora A),
2. pokud 3 € R také splnuje predchozi bod, pak 8 < a (a je nejvétsi dolni zdvora A).

Pokud mnozina A neni zdola omezend, pak klademe inf A := —oco. Pro prazdnou mnozinu klademe
inf ) := +oo.

3.2 Supremum

Bud A neprazdna zdola omezena podmnozina mnoziny redlnych ¢isel. Cislo o € R nazveme supremem
mnoziny A, zna¢ime sup A, praveé kdyz

1. pro kazdé x € A plati o > x (« je horn{ zévora A),
2. pokud 8 € R také spliuje predchozi bod, pak 8 > « (a je nejmensi honrni zdvora A).

Pokud mnozina A neni shora omezena, pak klademe sup A := +o00. Pro pradzdnou mnozinu klademe
sup ) := —oo.

lzobrazeni f, které piitazuje kazdému prvku H ¢ prave jeden prvek z Dy



3.3 Norma déleni

Bud dén interval {a,b). Koneénou mnozinu o = {xg,x1,...,2, takovou, ze a = xg < 21 < - < xp, = b
nazyvame délenim intervalu (a,b). Bodum xp,k = 1,2,...,n — 1 fikdme délici body intervalu (a,b).
Intervalu (wg1, 7)) Fkdme ¢asteény interval intervalu (a, b) pii délenf o. Cislo

v(o) :==max{A; | k=1,2,...,n}, kde Ap:=uxp—axp_1, k=1,2,...,n,

nazyvame normou déleni o.

3.4 Soucet funkce
Budte funkce f definovand a omezend na intervalu J = (a,b) a 0 = {9, 1,,2,} déleni intervalu J.

Soucty
S(o, f) == ZAi sup f a s(o,f):= ZAi inf f
i=1 ¢

Ti1,Ti) i=1 (Ti—1,m3)

nazyvame hornim souctem funkce a dolnim souctem funkce f pfi déleni o.

v = f(z)

Dolni soucet: Z A; inf f

Horni soucet: E A; osup f
{wim1,ms) Y )
=

=1

Hup{.r;;..z:.;} I A T I T ey
infy,, 0 f
A,;, iIlf(.‘r:i‘;,\A) f A'i Sup{:z:g‘:r:d,) f
= Iy r TIa T Ty b= s T a=1xIy I Iy i ry h = T T
— —_—
Ay Ay

3.5 Horni a dolni integral
Pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J = (a, b) definujeme é&isla

b b
/ f(z)dz ;= inf{S(0) | o déleni J} a / f(z)dx :=sup{s(o) | o déleni J}.

a nazyvame hornim integralem, resp. dolnim integralem, funkce f na intervalu J.



3.6 Definice Riemanova integralu
Pokud pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J plati

/abf(x) dz :/abf(x) dz € R,

pak jejich spole¢nou hodnotu nazyvame Riemannovym integralem funkce f na intervalu J a toto ¢islo
znacime symboly

b b
/ f, pripadné / f(z)da.
a a
Posloupnost déleni o,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati lim v(o,) = 0.
n—oo

3.7 Postacujiici podminka pro existenci RI
Bud f spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom existuje jeji Riemanntv integrdl na intervalu (a,b).
Pokud je navic (o,,) normélni posloupnost délen{ intervalu (a, b) potom limity

lim s(on, f) a 11_)111 S(on, f)

n—oo
existuji, a jsou rovny Riemannové integralu funkce f na intervalu (a, b).

3.8 Integralni soucet
Pro funkci f spojitou na uzavieném intervalu (a,b) a déleni o = xg,x1,,z,, kde g = a a z,, = b, tohoto
intervalu definujeme integralni soucet funkce f pri déleni predpisem

J(o, f)= Zf(ai)Ai7

kde «; patii do intervalu (z;1,z;), i =1,2,,n.

3.8.1 Vztah s Riemannovym integralem
b
[ f@)de = tim 7.5
a n— oo

3.9 Vlastnosti
3.9.1 Aditivita integralu

Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a,b). Potom pro Riemannuv integral funkce f + g (kterd je
také automaticky spojitd na (a,b)) plati

b b b
[G+o@a= [ swart [ g
3.9.2 Multiplikativita integralu

Necht f je spojitd na intervalu {(a,b) a ¢ € R je konstanta. Potom pro Riemanniv integral funkce cf
plati

/ab(cf)(x) dz = c/abf(x) dz.



3.9.3 Aditivita integralu v mezich

Riemanntuv integral funkce f na intervalu (a,b) existuje, pravé kdyz pro kazdé ¢ € (a, b) existuji Rieman-
novy integraly funkce f na intervalech (a,c) a {(c,b). V takovém piipadé navic plati

/abf(z)x—/:f(z)fv+/cbf(x)w-

3.9.4 Nerovnosti mezi integraly

Necht jsou f a g spojité funkce na intervalu (a,b) a necht plati nerovnost f(z) < g(z) pro vsSechna
x € {(a,b). Potom pro jejich Riemannovy integraly plati

/a ’ flayar < / ) e

Necht f je funkce spojitd na intervalu (a,b) s primitivn{ funkei F. Pak plati rovnost

3.9.5 Newtonova formule

b
/a f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(x)] :

3.10 Zobecnény RI
Necht f je funkce definovand na intervalu (a,b) pro néjaké a € R a b € (a,+0o0), kterd je Riemanovsky
integrabilni na intervalu(a, ¢) pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud existuje koneénd limita

oy f@)

pak jeji hodnotu znacime

/a )

nazyvame zobecnénym Riemannovym integrdlem funkce f na intervalu (a,b) a Fikdme, Ze integrdl
f: f(z) z konverguje.

3.11 Vlastnosti RI

Necht f je funkce spojitd na uvazovanych intervalech.

o Je-li f sudd funkce na (—a,a), pak f(x)dx = 2/ f(x)dx
—a 0

o Je-li f lich4 funkce na (—a,a), pak f(z)dz =0

—a

a+T b+T
e Je-li f periodickd na R s periodou T, pak pro kazdé a,b € R plati / flx)dx = / flx)dx
b

a



3.12 Vypocet obsaht plosnych Gtvara
Necht f a g jsou funkce spojité na (a, b) takové, ze f(x) > g(z) pro kazdé x € (a,b). Pak obsah plochy
P ohranicené pifimkami x = a a x = b a grafy funkci f a g je roven

b
P= [ (@) - o) de.




4 Tabulky

vzorec

n :n"+1
Jz"dz = — +C
Jz"dx = f:ll +C
fm“dm: :‘;ﬂ: +C

[fdz=In|z| +C
Ja*dz = ]i—: +C
[sin(z)dz = — cos(z) + C
J cos(z) dz = sin(z) + C

J

il L dz = arcsin(z) + C

1—x

dz = —cotg(z) + C

sin’(z)

il L_ dz = arctg(z) + C

1+x?

interval, parametry

zcRnecNy
zeRN{0},neZn< -2

z € (0,400),a & Z

z e R~ {0}
reRa>0aa#1

rcR

zcR

ze(—5+kn, 5 +kn) kel
:ce(kﬂ,ﬂ—i—kﬂ),kEZ

z € (—1,1)

zeR
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