ZDM — BI-SPOL-33
Modularni aritmetika, zaklady teorie ¢isel, Mala Fermatova véta,
diofantické rovnice, linearni kongruence, Cinské véta o zbytcich.
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1 Modularni aritmetika
Zy, (nebo téz Zmodm) je mnoZina celych ¢isel modulo néjaké dané prirozené cislo m. Nejcastéji se
setkdme se zdpisem Z,, = {0,1,2...,m — 1}.
Necht a, b, c,d, m € Z, m > 2. Pak pokud plati soucasné a = b mod m a ¢ = d mod m, potom plati:
a+c=b+dmodm
a—c=b—dmodm
a-c=b-dmodm
Necht a,b € Z. Rekneme, ze a déli b, znaéime alb, jestlize existuje k € Z takové, ze b = k - a.
Vlastnosti
o uzavienost a @ b € Zy,, a () b € Zp,
e komutativitaa @ b=bP a,a Hb=b( a
e asociativitaa @ 0 P c)=(a@Pb) Pc,a®O BO)=(@®Ob Oc
o neutralni prvek a @ 0 = |a|m, a1 =|a|m
o inv. prveka @ a=0
o distributivitaa O (b P c)=a ObPa(Oec



2 GCD & LCM

Cislo d € Nt je spoleény délitel ¢isel a, b, jestlize d|a a d|b. Nejvétsi z nich je poté ged(a, b).
Cislo n € Nt je spole¢ny nasobek ¢isel a, b, jestlize a|n a bjn. Nejmensi z nich je poté lem(a, b).
(Vlastnosti ged a lem). Necht a, b € Z. Potom plati:

o JestliZe je n spoleény nésobek a, b, pak lem(a, b) déli n.

o Jestlize a|n a bn, pak lem(a, b)|n.

« ged(a, b) = ged(lal, [b]) a lem(a, b) = lem({al, []).

e ged(a + ¢b,b) = ged(a, b) pro libovolné ¢ € Z.

o Jestlize a|bc, pro néjaké ¢ € Z a ¢isla a, b jsou nesoudélné (tj. ged(a,b) = 1), potom alc.

o |a|-|b| = ged(a,b) - lem(a, b)

ged(a,b) =d=a-a+ b,

kde «, B jsou celociselné koeficienty této linearni kombinace.



3 Teorie Cisel

3.1 Vlastnosti prvocisel
Funkce m(n) : NT — N ur¢uje pofet prvodisel, ktera jsou mensf nez n.

Pomér m(n) k vyrazu n/log(n) se s rostoucim n priblizuje hodnoté 1.

Eulerova funkce ® Eulerova funkce ®(n) : Nt — NT uddvd pocet kladnych celych ¢isel mensich nebo

rovnych n, kterd jsou nesoudélna s n.

Necht m € N* a a € Z je ¢slo nesoudélné s m. Potom plati a®(™ = 1 (mod m).

Pfirozené ¢islo p je prvoéislem, pravé kdyz plati ®(p) =p — 1.

Necht p je prvoéislo a a € N. Potom ®(p?) = p® — p®~ 1.

Necht m,n € N a ged(m,n) = 1. Potom ®(mn) = &(m)P(n).
1 min) n/ log(n) :lr{.r.t}f—”

log()

10 168 144.8 1,160
10" 1229 1085,7 1,132
10° 0592 8685,9 1,104
10" 784938 723824 1,085
10° 664579 620420,7 1,071
107 5761455 54286810 1,061
10” 50847534 48254942 4 1,054
10 455052512 4342944819 1,048
10 4118054813 | 3948131663,7 1,043
10 || 37607912018 | 36191206825,3 1,039

3.2 Eukleidtv algoritmus

Necht a, b jsou celd ¢isla, pro kterd plati a > b > 0. Necht {rn}ﬁi(l) je klesajici posloupnost zbytki
definovana rekurentnim vztahem r,, o = r, mod r,41 s po¢atecnimi podminkami ro = a, 71 = b. kde
rr+1 = 0 pro (k > 0) je jeji prvni nulovy ¢len. Potom jeji posledni nenulovy ¢len (tj. posledni nenulovy
zbytek) je nejvétsim spoleénym délitelem a a b, tedy ged(a, b) = rg.



4 Mala Fermatova véta

Necht p je prvodislo a a € NT takové piirozené &islo, které neni nisobkem p. Potom plati a?~! =
1 (mod p).

Necht a,b,¢c € Z a m € NT a necht plati ac = be (mod m). Potom plati a = b (mod m/d), kde d je
nejvetsi spolecny délitel ¢ilsel m a c.

5 Diofantické rovnice

Jako linearni diofantickou rovnici oznacujeme libovolnou rovnici typu ax 4+ by = ¢ s neznamymi x, y, kde
a,b,c € Z, pro jejiz feseni ma rovnéz platit z,y € Z.

Linedrni diofantickd rovnice ax + by = ¢ mé alespon jedno feSeni pravé tehdy, kdyz c je ndsobkem
ged(a, b).

Necht a, b jsou nenulové celd ¢isla a dvojice (g, yo) je FeSenim rovnice ax + by = ¢. Potom mnozina vSech

celociselnych feSeni této rovnice je {(zo + gk, Yo — %k) ik € Z}, kde d = ged(a, b).

6 Linearni kongruence

(skvéld ukdzka na: http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/linearni_kongruence.pdf)
Pro dand celd ¢isla a,b a m > 1 hleddme celé x takové, Ze plati ax = b (mod m).

Linedrni kongruence ma reseni pravé tehdy, kdyz ged(a, m)|b. VSechna TeSeni jsou tvaru
m
r=x9+k———,
0" Yecd(a, m)
kde k je libovolné celé ¢islo a pro zg existuje yo takové, ze dvojice (o, yo) je FeSenim rovnice ax + my =
b.

Jestlize ged(a, m)|b, potom kongruence az = b (mod m) mé koneéné mnoho feseni modulo m. Tato feSen{
jsou dana vyrazem
m
xo+k—F——
20 ged(a, m) I
pro k =1,2,3,...,gcd(a, m), kde pro z( existuje néjaké yo tak, Ze dvojice (xg,yo) je FeSenim ax + my =
b.


http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/linearni_kongruence.pdf

7 Cinska véta
Budeme fesit systém linearnich kongruenci:

z = a; (mod my)

x = as (mod my)

z =an (mod my)
kde ¢isla m; jsou po dvou nesoudélna, tedy ged(m;,m;) =1 pro vSechna 4, j, kde i # j.
Resen{ tohoto systému existuje a vSechna fesenf jsou kongruentni modulo M (tedy v Zy; je feSenf uréeno

jednoznacné), kde

M=

my;.

=

i=1

M
Definujme M; = —.
Jelikoz ged(my, M;) = 1, pak existuji FeSeni X; linedrnich kongruenci M; X; = 1 (mod mi) pro vSechna i €
{1,...,N}, navic plati pro vSechna j % i
M;X; =0 (mod m;).
Z ¢ehoz plyne:
r=a; XqiMy + ...+ ayXyMpy (mod M)

Priklad 1:

M=2-3-5=30
M, =15, My =10, M3 =6

M1X1 = 15X1 =1 (rnod 2)

Xi=1

My X5 =10X5 =1 (mod 3)
Xo=1

M3X3 = 6X3 =1 (mod 5)
X3=1

z=1-1-1542-1-10+3-1-6 = 53 = 23 (mod 30)

8 Zobecnéna Cinska véta

Systém linedrnich kongruenci ma feseni pravé tehdy, kdyz ged(m,, m;) déli a; — a; pro vSechna 4,j: 1 <
i < j < N. Pokud resen{ existuje, je uréeno jednoznaéné modulo lem(mq, ma,...,my).

Priklad 2:



2 =5 (mod 6)

x =3 (mod 10)
x =8 (mod 15)
T =25+6t

5+ 6t = 3 (mod 10)
6t = 8 (mod 10)
t=8-6"1 (mod 10)
t =3 (mod 10)
t=3+10u

2 =546t =5+ 6(3+10u) = 23 + 60u

23 4+ 60u = 8 (mod 15)
0-u=0 (mod 15)
uec N

r =5+ 6t =234 60u
lem(6, 10,15) = 30

x = 23 (mod 30)
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