ZDM — BI-SPOL-32
Metody Teseni rekurentnich rovnic, sestavovani a reSeni rekurentnich
rovnic pri analyze casové slozitosti algoritm.
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1 Rekurentni rovnice

1.1 Obecna rekurentni rovnice
Obecnou rekurentni rovnici rozumime jakykoliv vztah typu

pik = f(Qpik—1, Qntk—2, ey Gpy ).
Nadale se ale budeme spise zabyvat linedrnimi rekurentnimi rovnicemi radu k € N:
Uik + ck—1(n)apyk—1 + + c1(n)ans1 + co(n)a, = by, pro kazdé n > ng,

kde:

s n>ng

e ng €7

e ¢i(n) proi=0,...,k —1 jsou funkce Z — R

« co(n) #0

o {bn}p,, (pravd strana rovnice)

o {an}p,, (feSeni)

e pokud {a,};Z,, je feSeni, potom je {a,};Z,, TeSenim této rovnice pravé tehdy, kdyz se dd zapsat
. oo = T e oo i i sww o et Y . .
jako {an 15, = {a@n}oln, T {0n}ntn,, kde {a@, }52,,, je néjaké feSeni piidruzené homogeni rovnice.

1.2 Rekurentni rovnice s konstantimi koeficienty (LRRsKK)

Linedrni rekurentni rovnice fadu k s konstantnimi koeficienty je libovolna rekurentni rovnice ve tvaru:
Untk + Ck1Gntk1 + + ClGp1 + Coly = by
e >Ny
e ngEZ
e ¢; € Rproi=0,...,k1 jsou konstanty
e co#0
o {bn}pl,, (pravd strana rovnice)
e p(A) = AF + i AP+ + 1\ + ¢ je charakteristicky polynom této rovnice
e ) je chararistické, ¢i vlastni ¢islo
o {A\"}02,, je feSeni homogeni LRRsKK, pokud je A vlastni ¢islo této LRRsKK

o pokud existuje k ruznych A;, potom posloupnosti {A?}22  tvoii bézi prostoru feseni pridruzené

n=no
homogenni rovnice (sta¢i najit prvnich k ¢lent)

« pokud je A m-nasobnym kofenem charakteristického polynomu, tak posloupnosti (A"), (nA"), ..., (n™~1A")
jsou Fesenim pridruzené homogenni rovnice

1.3 Moivre-ova véta
a+if = rlcos(P) £ isin(P)] = (a£if)" = r"[cos(n®) £ isin(nd)]

Tuto vétu pouzijeme pri hledani dvou nezavislych realnych posloupnosti.
2 Reseni

2.1 Substitué¢ni metoda
o Odhadneme (uhddneme) tvar FeSeni (=indukéni hypotéza).



e Pomoci matematické indukce nalezneme konstanty a ovérime spravnosti odhadnutého reseni
e Vyuziva se k odhadu horni a dolni meze

Uvazujme rovnici t(n) = 2t(|n/2]) + n. Jako horni odhad feseni zkusme t(n) < c¢n log n, kde ¢ >
0 je vhodné zvolena konstanta. Indukci dokdZzme spravnost odhadu, tedy Ze pro TeSeni rovnice plati
t(n) = O(n log n).

Indukéni krok (ovéfeni, Ze t(n) < cn log n vyhovuje rekurenci ¢(n) = 2t(|n/2]) + n) Predpokladejme, ze
plati pro [n/2] a dosadme t(|n/2]) < ¢|n/2] log |n/2] do pocéateéni rovnice. Dostaneme

tn) < 2(cln/2] log [n/2]) +n
=cnlog (n/2) +n
=cnlogn —cnlog2 +n
=cnlogn —cn+n
=cnlogn—(c—1)n
< cnlogn, pokud ¢ > 1

2.2 TIteracni metoda
o Expandujeme rovnici dle iteraci a ziskdme rozvoj na konec¢nou radu a zkusime najt aritmetickou ¢i
geometrickou posloupnost

e Vyuziva se k odhadu horni a dolni meze
Uvazujme rovnici t(n) = 3t(|n/4]) + n Protoze plati ||n/4]/4] = [n/42| atd., postupnou iteraci
dostaneme
t(n) = n+ 3t(|n/4])
=n+3[n/4] + 3*(|n/4?])
=n+3|n/4] + 3%|n/4?| + 33t(|n/43))

=n+3|n/4| +3%|n/4?] + 3%|n/43]) + + 3°81"O(1).

Po zanedbani zaokrouhlovacich chyb a doplnénim na nekone¢nou konvergentni geometrickou radu dostaneme
t(n) <nd (=) =4dn.
i=0 4

2.3 Mistrovska metoda
Nech a > 1 a b > 1 jsou konstanty, f(n) funkce jedné proménné. Uvazujme rekurentn{ rovnici: (zaned-
bavame ceil a floor)

t(n) = at(n/b) + f(n)
Pak t(n) ma ndsledujici feSeni:
1. Pokud f(n) = O(n'°8*~¢) pro néjakou konstantu € > 0, pak t(n) = O(n'°&2).
2. Pokud f(n) = ©(n'°%:2), pak t(n) = O(n'°&+*logn).

3. Pokud f(n) = Q(n'°8:2¢) pro néjakou konstantu ¢ > 0 a pokud af(n/b) < cf(n) pro né&akou
konstantu ¢ < 1 a vSechna n > ng, pak t(n) = O(f(n)).

4. Pokud je rozdil mezi funkcemi mensi nez polynomiélni, nelze tuto metodu pouzit!



Priklad 1

Rovnice t(n) = 6t(n/4) + n.

a=6b=14

nlogs® = pl3 = O(n) = f(n) = O(n'916-01) — piipad (1).

Cili t(n) = ©(n'°849).
Priklad 2

Rovnice (MergeSort) t(n) = 2t(n/2) +n

a=2b=2

nl°e22 = p = O(n) = pifpad (2).

Cili t(n) = O(nlogn).
Priklad 3

Rovnice t(n) = 3t(n/4) + n?

a=3,b=4

ntegsd = p07 = o(n?) a plati, ze 3 - (4

Cili t(n) = (n?)

u)

2 < cn? pro ngjakou ¢ < 1 == pripad (3).

Fm)=0(g(n) [3c€R"  IngeNVazng: f(n)Zc-gln)
f(n) =o(g(n)) | Yee R™ IngeNYn=>ny: f(n) <c-gln)
f(n)=0Q(g(n))  JeeR™ dnp e NWVn>ng: c-g(n) < fin)
f(n) =w(g(n)) | Yvee R™ dnp e NWVn>ng: c-g(n) < f(n)
f(n) =0(g(n)) | Jer,c2 € R™ JnpeNVYn>np: c1-g(n) < f(n) <c2-g(n)




k—1

£ .
Aptk — E Cillp+i = E bE{”

=l

ﬂnﬂ = {?ﬂ----

J=1
lpg k-1 = Cr_y

fed piidruzenon HLRRsKK.
najdi obecné fefeni a,

~.

[ pokud £ # 0, ]

najdi partiknlirni fefend af,

(brovie 1.0

1 bPJ je kvazipolynom: ]

1) uréi kofeny A* — Z::u] oA
sestav bzl prostorn feient

-

[h} pro WA € R ] [Eh} pm'v'k._IE'U"-lRJ

nasobnosti m > 1: nazobnosti me > 1:

I

[.h =a+bi= r(cns..p+i-5in.,:]l]

&
pl'ldf‘j do bize:

n'ﬁ L (™" cos ()

[ pridej do baze: ]
{7 " gin(nyg)) .{71’“ Lrm gin(ng) )

{{luj _____ ﬂ'rn ]kn]

[24:} jsou-li prvkv hize :r::l ) Jff]_ cey pﬂlnﬁ:}

Bl 4. (AB,...eR)

.

Ap =

3a) b7 = A"P(n), st(P) =d
m > () znacl nis. A v char.p.
|
3b) hledej a ) Ve tvaru
rEJ} = n™A"Q(n).

(@) je polynom st(()) =
s koeficienty C, D,... € R)

l

3c) dosad al’’ do

k-1 i
Gntk — 2icg Ciflnti = brd
(= vyéisli O, D....e B)

Mﬁ/
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