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Predikatova logika: jazyk, interpretace, pravdivost formuli, logicky
diisledek a ekvivalence. Formalizace matematickych tvrzeni a jejich
negace. Teorie a jejich modely (napf. usporadani).
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1 Jazyk predikatové logiky

Jazyk obsahuje logické symboly a mimologické symboly L.

1.1

symboly pro proménné (x,y, z)

symboly pro logické spojky (—, A, V, =, <)

symboly pro kvantifikdtory vzdy nasleduje proménna
— obecny - "vSichni” V
— existen¢ni - "nékteré/existuje” 3

pomocné symboly - zavorky

symboly pro konstanty (K, S, ..)

symboly pro predikdty (p,q,r) - ddna Cetnost

symboly pro funkce (f,g,...)

Term

Retézec symboli se nazyva term jestlize vznikne pouzitim téchto pravidel v koneéné mnoho krocich:

1.2

kazda proménné a konstanta je term

jsou-li t1,to, ..., t, termy a f je n-drni funkéni symbol, potom f(t1,...,t,) je term

Formule

Formule je posloupnost symboli, ktera vznikne aplikaci nasledujicich pravidel v kone¢né mnoha krocich:

1.3

je-li n-drn{ predikétovy symbol a t1, ..., ¢, jsou termy, pak p(ti,...,t,) je formule - atomické formule
jsou-li A a B formule, pak = A, (A A B),(AV B)... jsou formule

je-li  proménnd a A formule, pak (Vz)A a (3z)A jsou formule

Volné a vazané proménné
podformule B je ¢ast formule A, kterd je sama formuli

proménnd x ma vizany vyskyt v A prévé, kdyz se vyskytuje v jeji podformuli ve tvaru (Va)B(x)
nebo (3z)B(x)

vyskyt proménné v A, ktery neni vazany, je volny vyskyt
uzaviend formule obsahuje pouze vdzané proménné

otevrend formule obsahuje pouze volné proménné

2 Interpretace jazyka

Interpretace (realizace, struktura) M = < M, ..., Kp,...,DM, -+ fMm, ... > jazyka L obsahuje:

neprazdnou mnozinu M, kterou nazyvame universum interpretace,
je-li K konstanta, pak jeji interpretaci Ky € M
je-li p n-arni predikét, pak n-arni relaci ppq € M™ — M jako jeho interpretaci

je-li f funkce majici n argumentti, pak funkci faq : M™ — M jako jeji interpretaci



Jeden jazyk muze mit vice interpretaci

3 Pravdivost formuli

L je jazyk a M je jeho interpretace

e ohodnoceni proménnych je funkce e z mnoziny proménnych, které kazdé volné proménné prirazuje
néjaky prvek univerza M

o vyrazem t[e] oznacujeme hodnotu termu ¢ pfi ohodnoceni e.
— je-li term t proménnd x, pak tle] = e(x)
— je-li n-drni funkéni symbol a term ¢ je f(ty,...,t,), pak tle] = f(t1[e], ..., tnle])

o vyraz e(x/m) se oznac¢uje hodnoceni, které vSem proménnym pfifadi stejnou hodnotu jako e, jenom
e(x) =m

Pravdivost formule v interpretaci M pii ohodnoceni e se definuje indukei podle slozitosti formule Formule

i) M E p(ty,..., t.)]e], pravé kdyz (ti]el, ..., t.[e]) € pag
) M = —Ale], pravé kdyz M ¥ Ale,
) M = (AN B)[e], pravé kdyz M = Ale] a M = Ble],
iv) M = (Av B)[e], pravé kdyz M = Ale| nebo M = B¢,
v) M & (A = B)le], pravé kdyz M & A[e] nebo M = Ble],
) M (A e B)e], pravé kdyz M = Ale| pravé tehdy, kdyz M = Ble,
) (
) (
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W) Ale|, pravé kdyZ pro kazdy prvek m z M je M = Ale(z/m)],
viii dz) Ale], pravé kdyz pro néjaky prvek m z M je M = Ale(z/m)].
Figure 1: Tarského definice pravdy

A je pravdiva (platnd) v interpretaci M, préavé kdyz pro kazdé ohodnoceni e je pravdiva, tj. M = Ale].
Formule A je splnitelnd, pravé kdyz v néjaké interpretaci M pro néjaké ohodnoceni e je pravdiva.
A je kontradikce, pravé kdyz neni splnitelna.

4 Logicka ekvivalence, logicky dusledek

o A a B jsou logicky ekvivaletni, A = BA B |= A, pravé kdyz pro kazdou interpretaci M a pro kazdé
ohodnoceni e plati: M = Ale], pravé kdyz M |= Ble]

o B jelogickym dusledkem A, A = B, pravé kdyz pro kazdou interpretaci M a pro kazdé ohodnoceni
e plati: jestlize M = Ale], pak M |= Ble]

5 Priklad matematického prikladu
o (Fu)(z =u+u) - x jesudé = negace = (Vu)-(x = u + u)
o =(Fu)(x =u+u) - x je liché
e (Fx)(z=yxz2)-xdéliy



6 Teorie a Model

e teorie je mnozina uzavienych formuli

e interpretace M jazyka L je modelem T, jestlize kazda formule plati v. M

o formule A je logicky dusledek teroie T, jestlize v kazdém modelu teorie T plati A

e teorie T je splnitelnd, pravé kdyz ma model
Teorie ekvivalence:
o L =r(x,y). Predikit r(x, y) je ekvivalence, jestlize plati
— R: (Va)r(z, z) - reflexifita
— T: (Vz)(Vy)(V2) (r(z,y) Ar(z,y) = r(x, 2)) - tranzitivita
— S (Vo)(Vy)(r(z,y) = r(y,x)) - symetrie
Teorie neostrého usporadani
o L =q(x,y). Pro teorii neostrého uspofadéni plati nsledujici axiomy
— R: (Vao)r(z, z) - reflexifita
— T: (Vz)(Vy)(V2) (r(z,y) Ar(y, z) = r(z, 2)) - tranzitivita
— As (Vz)(Vy)(r(z,y) Ar(y,z) = (x =y)) - slabd asymetrie
Teorie ostrého usporadani
e pro teorii ostrého usporadani plati nasledujici axiomy
— T: (Vz)(Vy)(V2)(r(z,y) Ar(z,y) = r(z, 2)) - tranzitivita

— IR: (Vz)—p(z,x) - ireflexivita

6.1 Uplna teorie

Teorie T je uplna pravé kdyz kazda uzaviend formule jazyka L je bud logickym disledkem T, nebo je

vyvratitelnd v T (T | -A).

Prikladem 1plné teorie je teorie neomezeného hustého linedrniho usporadani, pro kterou navic oproti

¢astecnému usporadani plati:
o (V2)(Vy)(p(z,y) Vo =y Vp(y,x)) - linearita
o (Vo)(Vy)((z < y) = (32)(z < z < y)) - hustota
o (V2)(Fy)(32)(y < z Az < z) - neomezenost
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