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Soustavy linearnich rovnic: Frobeniova véta a souvisejici pojmy,
vlastnosti a popis mnoziny reseni, Gaussova eliminac¢ni metoda.
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1 Frobeniova véta

Definice 1. Necht A € T™™. Hodnosti matice A nazgvime dimenzi linedrniho obalu souboru rddki
matice A (jako vektori z TY™) a znacime ji h(A):

h(A) = dim{Ay, ..., Am:). (1)

Véta 2 (Frobeniova véta). Necht A € T™™.

1. Soustava m linedrnich rovnich o n nezndmich Ax = b je resitelnd, tj. S # 6, prdavé tehdy, kdyz

h(A) = h(A|D).
2. Je-li h(A) = h, pak mnozZina Teseni Ax = 0 je podprostor dimenze n — h, tedy existuje LN soubor
vektorti (z1,...,zn_pn) v T™! takovy, Ze
g _ {6}, pokud n = h,
0 (Z1,y .y Zn—pn), pokud h <n.

Je-li navic h(A|b) = h, potom plati:
S =x+95p,

kde x je partikuldrni TeSeni Ax = b.

2 Vlastnosti a popis mnoziny reseni

Soustava linedrnich rovnic (zapsanych v HST matice (Ax ‘ b)) mize mit:
o Z&dné feseni — posledni sloupec je hlavni
e Jedno feseni — vSechny sloupce, kromé posledniho jsou hlavni

o Vice FeSeni — sloupce jsou hlavni nebo vedlejsi (posledni sloupec nesmi byt hlavni) Pro popis mnoziny
feseni se nalezne obal LN souboru moznych feseni. viz. Frobeniova véta

3 Soustavy linearnich rovnic

Definice 3. Necht n,m € N a pro vsechna i € {1,...,m} a j € {1,...,n} plati, Ze a;; € R a b; € R.
Systém rovnic

1121 + @122+ -+ a1, =0y (2)

a21%1 + G22%2 + -+ G2nTpn = b2

Am1T1 + Gm2Z2 + -+ ATy = bm

nazyvdme soustavou m linedrnich rovnic o n neznamych x4, ...,x, € R.

Cislu aij Tikame jty koeficient ité rovnice.

Mnozinu véech uspordadanych ntic (x1,x2,...,T,) € R™, pro které po dosazeni do (2) je splnéno vSech m
rovnic, nazyvdme mnozinou reseni soustavy a znacime ji S. Plati-li by = by = --- = b,,, = 0, rikdme,
Ze soustava (2) je homogenni. Neni-li soustava homogenni, je nehomogennd.



3.1 Horni stupnovity tvar

Definice 4. O matici D € R™™ rekneme, Ze je v hornim stupnovitém tvaru, jestliZe vsechny ridky
jsou nulové, nebo existuje k € m tak, Ze radky 1 aZ k matice D jsou nenulové a vddky k + 1 aZ m jsou
nulové a jestlize plati ndsledujici:

Oznacéme pro kazdé i € k index nejlevéjsiho nenulového prvku v itém radku jako j;, tj.

ji = min{¢ € n|D # 0}.
Potom plati 1 < 71 < joa < -++ < Jg.

Je-li matice v hornim stupriovitém tvaru, potom sloupcim s indexy j1, jo, - - -, jx Tikdme hlavni sloupce,
ostatnim rikdme vedlejsi sloupce.

O soustavé Ax = b tekneme, Ze je v hornim stupriovitém tvaru, pokud matice této soustavy (A|b) je v
hornim stupnovitém tvaru.

3.2 Postup pro reseni SLR
o Pfevedu SLR do matice (A|b).
e Prevedu do HST pomoci GEM.
e Posledni sloupec hlavni — nema reseni.
o Jinak:
— Najdu volné a vazané proménné (odpovida vedlejsim a hlavnim sloupctm).
— Pro partikularni feseni zvolim volné proménné libovolné a dopocitdm vazané proménné.

— Pro Sy zvolim libovolnou bézi (tfeba standardni).

Pro kazdy bazicky vektor dopoéitdm z homogenni rovnice vizané proménné a dostanu bézi
So.

— Resenim je S = X + Sy, kde Sy je linearni obal béze.

4 (aussova eliminacni metoda
Cilem GEM je prevést matici do horniho stupiiovitého tvaru, pomoci tiprav (G1), (G2) a (G3).
(G1) Prohozeni dvou fadku.

(G2) Vynasobeni jednoho fddku nenulovym ¢islem.

(G3) Pricten{ jednoho faddku k jinému.
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