Zakladni pojmy teorie grafii. Grafové algoritmy: prochazeni grafu do
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sitky a do hloubky, urceni souvislych komponent, topologické usporadani,

vzdalenosti v grafech, konstrukce minimalni kostry a nejkratsich cest v
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1 Zakladni pojmy

1.1 Graf

Neorientovany graf je usporadana dvojice (V, E), kde
e V je neprazdné konecnd mnozina vrcholi,
e E je mnozina hran.

Mnozina vSech moznych hran: (‘2/)
Plati tedy F C (‘2/) C 2V, kde 2V je mnozina viech podmnozin mnoziny V.

Necht G je graf. Pak:
o V(@) znaci jeho mnozinu vrcholt a |V(G)| velikost této mnoziny
e F(QG) znadi jeho mnozinu hran a |F(G)| velikost této mnoziny
Déle, necht e = {u,v} je hrana grafu G. Pak:
e u a v jsou koncové vrcholy
e oba koncové body jsou si na grafu G navzajem sousedy
e oba koncové body jsou incidentni s hranou e

1.2 Doplnék
Doplék G grafu G = (V, E) je graf (V, (})\E).
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(a) Graf G (b) Graf &G

1.3 Isomorfismus
Grafy G a H jsou isomorfni, pravé tehdy, kdyz existuje zobrazeni f : V(G) — V(H), kde f je
bijekce a pro kazdou dvojici vrcholi u a v z V/(G) plati, {u,v} € E(G) pravé tehdy, kdyz {f(u), f(v)} €

Automorfismus grafu G je isomorfismus, grafu G se sebou samym. (ukazuje symetrie grafu)

1.4 Vrcholy

Stupen vrcholu v v grafu G je pocet hran, které vrchol v obsahuji a znac¢ime jej degg(v).
Oteviené okoli vrcholu v v grafu G je mnozina vsech sousedu vrcholu v a znacime jej Ng(v).
Uzaviené okoli vrcholu v v grafu G je Ng(v) U {v} a znaéime jej Ng[v].

Regularni graf, je graf, ve kterém maji vSechny vrcholy stejny stupen.

Princip sudosti ) .y degg(v) = 2|E|

1.5 Podgraf
Graf H je podgrafem grafu G, kdyz V(H) C V(G) a E(H) C E(G); tuto skutecnost znac¢ime H C
G.



Graf H je indukovanym podgrafem grafu G, kdyz V(H) C V(G) a E(H) = BE(G) n (V{"); tuto
skutecnost znac¢ime H < G.
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2 Typy grafia

2.1 Uplny graf K,
Graf, kde jsou vSechny vrcholy spojeny hranou se vS§emi ostatnimi vrcholy.

Necht n > 1.
Uplny graf na n vrcholech K, je graf (V, (‘2/)), kde |V| = n.

2.2 Uplny k-partitni graf

Graf, rozdeleny na k skupin, kde je kaZdy vrchol spojen hranou se vsemsi vrcholy ze vsech ostatnich skupin,
ale neni spojen s Zddngm vrcholem ze své vlastni skupiny.

Necht Vi{l,..k} :n; > 1.

Uplny k-partitni graf K,1 2, .k je graf (U5 Vi, E),

kde Vi, j{1,.... k},i # j : VNV, =, [Vi] = n,

a B = {{z,y}3i.j € (L khi# j 1 aViyVi),

neboli F = (Uizzlvi)\ Uk, (‘g)

2.3 Cesta P,

Graf, ktery md m hran, m + 1 vrcholi a tvori cestu.

Necht m > 0.
Cesta délky m (s m hranami) P, je graf

({0, oo m}, {{i,i + 1}]i € {0,.ym — 1}}).
2.4 KruZnice C,

Graf, ktery ma n vrchold i hran a na vSechny vrcholy navazuji prave dvé hrany.

Necht n > 3.

KruzZnice délky n C,, je graf

({1, eosnb, {40 + 1}i € {1, oon — 13} U {{1,0}}).
2.5 Hvézda S,

Uplny bipartitni graf, kde je v pruni partité prdvée jeden vrchol a ve druhé alespomn jeden vrchol.

Necht n > 1.
Hvézda s n paprsky S, je graf K, ,.

3 Prochazeni grafu

3.1 Vzdalenost
Vzdalenost d(u,v) dvou vrcholid u a v v (orientovaném) grafu G je délka nejkratsi (orientované) cesty v
G z vrcholu u do vrcholu v. Pokud z u do v Zddné cesta neexistuje, definujeme d(u,v) = inf.

3.2 DFS
Prohleddvani do hloubky
3.3 BFS

Prohleddvdni do sirky

4 Souvislost

4.1 Souvisly graf

Graf G je souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u, v v grafu G existuje u-v-cesta.



Algoritmus DFS_graf (graf G, vrchol v):
(1) pro kazdj vrchol u V (G):

(2) stav(u) := nenalezeny

(3) DFS(v)

DFS (vrchol v):

(4) Kdyz stav(v) neni nenalezeny

(5) return

(6) stav(v) := otevieny

(7) Pro kaZdého souseda u vrcholu v:
(8) DFS(u)

(9) stav(v) := uzavieny

Algoritmus BFS(G, s):
(1) pro kazdy vrchol v V (G):

(2) stav(v) := nenalezeny

3 D(v) := P(v) := undef

(4) stav(s) := otevfeny

(6) D(s) :=0

(6) Q := fronta obsahujici s

(7) Dokud je fronta Q neprazdna:

(8) Odeber zacatek fronty Q, oznacC ho v
€)) Pro v8echny sousedy w vrcholu v:
(10) Pokud stav(w) = nenalezenj:
(11) stav(w) := otevfeny

(12) D(w) :=D(v) + 1

(13) P(w) :=v

(14) pfidej w do fronty Q

(15) stav(v) := uzavfieny

4.2 Souvisla komponenta

Indukovany podgraf H grafu G je souvislou komponentou, pokud je souvisly a neexistuje zadny souvisly
podgraf F', F # H, grafu G takovy, ze H C F. (Souvisld komponenta je tedy v inkluzi maximalni
souvisly podgraf grafu G).

5 Topologické usporadani grafu

5.1 Definice
Topologické usporadani orientovaného acyklického grafu G = (V, E) je takové poradi vrchola vy, va, ..., v,
grafu G, ze pro kazdou hranu (vi,vj) € E plati ¢ < j.

5.2 TopSort
6 Ohodnoceny graf

6.1 Minimalni kostra

Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf a w : E — R vdhovéd funkce, kterd pfifazuje hrandm
¢isla — jejich vahy. Vahovou funkei miizeme pfirozené rozsitit na podgrafy: Vaha w(H) podgrafu H C G
je soucet vah jeho hran. Kostra je minimalni, pokud ma mezi vSemi kostrami nejmensi vahu.



Algoritmus TopSort(orientovany (')

(1) () je prazdnad fronta

(2) 8[| = pole vstupnich stupiii vrchold G,
na pocatku vynulované

(3) Pro kaZdou hramu (u,v) € E(G):

(4) dv] + +

(5) V1oZ do () vBechny vrcholy z s d[z] =0

(6) Dokud fronta () neni prazdna:

(7 Odeber prvek z ze zacatku fronty ()

(8  Vypii =z

£:)] Pro kaZdou hranu (z,w) vedouci ze z:
(¢11)) dw] — —
(11) Pokud §{w| =0, zafad w do

(12) Pokud nebyly zpracovany vSechny vrcholy,
(13) graf (¢ obsahuje orientovany cyklus

Algoritmus MinKostralarnik (G =(V,E),w: E—= R
prosta)
(1) w libovelny vrchol grafu
(2) T := strom obsahujici vrchol 1y a Zadné hrany
(3) Dokud existuje hrana {u, v} takova,

ze u € V(T) a vg V(T):
(4) Pridej nejleh&i takovou hranu spolu s v de T
(5) Vrat T

Algoritmus MinKostraKruskal

(G=(V,E),w: E— R prosta)
(1) Uspofadej hrany podle vah: w(e) < ... < w(e,)
@ T = (V,0)
(3) Pro i =1,...,m opakuj:

(4) oznaé u,v krajni vrcholy hrany e;

(6) Pokud # a v leZi v riznjch komponentach lesa T':
(6) T := T4+ g

(7) Vrat T

6.2 Hledani nejkratsii cesty

Dijkstriv: predpoklidd nezdporné ohodnoceni hran

Bellmanuiv-Fordiv: predpoklidd neexistenci zdporngch cykli v grafu



Algoritmus Dijkstra((, vg)

(1) Pro v3echny vrcholy v:

(2) stav(v) := nenalezeny

(3  hiv) := 400

(4) stav(y,) := otevienj

(8) h{vg) := 0

(6) Dokud existuji néjaké oteviené vrcholy:

(73 Vyber otevienj vrchol v, jehoZz h(v) je nejmenZi.
(8) Pro vEechny masledniky w vrcholu wv:

(9) Pokud h(w) > h(v) + £((v,w)):
(10) h(w) := h(v) + €((v,w))
(11 stav(w) := otevfeny
(12) Plw) := v

(13)  stav(v) := uzavfeny
(14)Vrat pole vzddlenosti h a pole pfedchidci P

Algoritmus Bellman-Ford(G, uy)

(1) Pro viechny vrcholy wv:

(2)  stav(v) := nenalezeny; h(v) := +o¢c
(3) stav(yy) := otevfeny; h(yy) := 0

(4) Vloz vy do fronty

(5) Dokud je fronta neprazdna:

(6) Vyjmi prvni vrchol z fronty a oznaé ho v
(7) Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:

(8) Pokud h(w) > h(v) + £{(v,w)):

(9) h{w) := h(v) + £(v, w))

(10) Pokud stav(w)# otevienjy

(11) Pfidej w do fromnty

(12) stav(w) := otevieny

(13) Plw) := v

(14)  stav(v) := uzavieny

(15)Vrat pole vzdalenosti h a pole pfedchidcid P
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